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Résumé
Nous empruntons, à la théorie des groupes abéliens, la notion de verticalité et nous l’
appliquons à l’étude des paires (E, F), où E est un espace vectoriel complexe de dimension
finie muni d’un opérateur linéaire A et F un sous-espace vectoriel de E invariant pour A. Notre
principal résultat est une caractérisation complète de la paire (E,A) dans le cas où F est un
sous-espace totalement vertical dans (E,A). © 2001 Elsevier Science Inc. All rights reserved.
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1. Introduction
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des complexes et A
un opérateur linéaire sur E(A ∈L(E)). On note Lat A le treillis des sous-espaces
vectoriels de E invariants pour A.
Notre principale motivation est la caractérisation des paires (E, F ), oùF ∈ Lat A,
au moyen d’un système complet d’invariants. Par décomposition primaire, on se
ramène au cas où A est nilpotent. Cette étude nous améne à nous intéresser à la
notion de verticalité, notion introduite en théorie des groupes abéliens comme affai-
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blissement de la notion de pureté (voir [2]). Cette notion met en jeu des invariants
d’un intérêt certain: les foncteurs de surplomb (voir Section 3 ci-dessous). La nullité
de ces foncteurs conduit à la notion de sous-espace vertical qui, tout en étant un
affaiblissement de la notion de sous-espace pur, lui est intimement liée grâce à la
notion de sous-espace net. En effet, un sous-espace vectoriel F de E est pur (ce
qui équivaut à F réduisant pour A) si et seulement si F est à la fois vertical et
net.
Nous reprenons, en langage d’opérateurs linéaires, divers résultats sur la vertic-
alité et nous appliquons les théorèmes qui en résultent à l’étude des paires. Nous
montrions ainsi que la paire (E, F ) est décomposable en somme directe de paires
cycliques si et seulement si F est totalement vertical dans (E,A). Auparavant, nous
établissons une caractérisation assez intérassante des sous-espaces verticaux à l’aide
de leurs enveloppes réduisantes.
2. Notions préliminaires
Soient E un espace vectoriel de dimension finie sur le corps des complexes C et A
∈L(E). On sait munir E d’une structure de C[t]-module en posant f x = f (A)x,
pour tout x ∈ E et tout f ∈ C[t]. On note (E,A) le module ainsi défini.
Nos méthodes sont, pour la plupart, inspirées de la théorie des groupes abéliens
(voir [6,7]) laquelle, interprétée en termes de modules sur un anneau principal, peut
être appliquée aux opérateurs linéaires.
Si M est un sous-ensemble de E, on note VectA(M) le plus petit sous-espace de
E invariant pour A contenant M et Vect(M) le plus petit sous-espace de E conten-
ant M. Un sous-espace cyclique est un sous-espace invarient pour A de la forme
VectA(x) = Vect(Aix : i ∈ N) où x ∈ E. Si F ∈ Lat A, le sous-espace F ∩ Ker A
est désigné par F [A].
Dans toute la suite, on suppose que l’opérateur A est nilpotent.
On définit l’exposant de x ∈ E, noté e(x), comme étant le plus petit entier positif
k tel que Akx = 0. On définit la hauteur de x ∈ E, notée h(x), comme étant le nombre
k si x ∈ AkE et x /∈ Ak+1E, avec la convention h(0) =∞.
Lemme 2.1. La hauteur satisfait les propriétés suivantes:
(i) h(x + y)  inf(h(x), h(y)) (avec égalité si h(x) /= h(y));
(ii) h(x) = h(αx) pour tout α ∈ C, α /= 0;
(iii) h(Ax)  h(x)+ 1.
Définition 2.2. Soit F ∈ Lat A. On dit que x ∈ E\F est F-propre s’il satisfait les
conditions équivalentes suivantes:
(i) Pour tout a ∈ F, h(x)  h(x + a);
(ii) Pour tour a ∈ F, h(x + a) = inf(h(x), h(a)).
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Définition 2.3. Un sous-espace F de E est dit pur dans (E,A) si
∀f ∈ C[t], f (A)F = F ∩ f (A)E. (1)
Un sous-espace pur est nécessairement invariant pour A puisqueAF = F ∩ AE ⊆
F. I1 est clair que les sous-espaces réduisants sont purs.
Proposition 2.4. Un sous-espace F de E pur si et seulement si
∀k ∈ N, AkF = F ∩ AkE. (2)
Proposition 2.5. Si F est un sous-espace pur de (E,A), alors F est un sous-espace
réduisant pour A.
Définition 2.6. Soit M ⊆ E. Un sous-espace F de E est dit une enveloppe réduis-
ante pour A de M s’il vérifie les deux conditions suivantes:
(i) F est réduisant pour A et contient M .
(ii) Pour tout sous-espace F ′ ⊆ F réduisant pour A et contenant M , on a F ′ = F .
3. Sous-espaces verticaux
On associe à la paire (E, F ), où F ∈ Lat A, les C-espaces vectoriels:
Wk(E,F ) =
(
F ∩ AkE + Ak+1E)[A] = (F + Ak+1E) ∩ (AkE)[A],
W ′k(E, F )=F ∩
(
AkE
)[A] + (Ak+1E)[A]
=(F [A] + Ak+1E[A]) ∩ AkE,
Vk(E, F ) = Wk(E,F )/W ′k(E, F ).
Wk,W
′
k et Vk sont des foncteurs additifs (Vk est applele´ foncteur de surplomb)
de la catégorie des paires (E, F ) dans la catégorie des C-espaces vectoriels, où
Wk(T ),W
′
k(T ) et Vk(T ) sont les applications induites par T : (E, F )→ (E′, F ′).
Définition 3.1. F ∈ Lat A est dit vertical dans (E, F ) si Vk(E, F ) = 0, pour tout
k ∈ N.
Les résultats suivants (Proposition 3.2, 3.3 et Théorème 3.5) sont des transcrip-
tions en langage d’opérateurs linéaires de certains résultats sur les sous-groups ver-
ticaux des groupes abéliens premaires (voir [2,3]).
Proposition 3.2. Soit F ∈ Lat A. Si F vérifie l’une des conditions suivantes, alors
F est vertical dans (E,A):
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(i) Ker A ⊆ F .
(ii) Il existe un sous-espace H réduisant pour A contenant F tel que F [A] = H [a].
(iii) F est réduisant pour A.
(iv) F ⊆ Ker A.
Démonstration.
(i) Facile.
(ii) On a E = H ⊕G avec H,G ∈ Lat A et F ⊆ H, donc(E, F )A = (H, F )A |H
⊕ (G, {0})A |G. Par suite, pour tout k ∈ N, on a Wk(E,F ) = Wk(H,F)⊕
Wk(G, {0}). Comme Ker(A |H) = H [A] = F [A] ⊆ F , alors, d’aprés (i) F
est vertical dans (H,A |H), donc Wk(H,F) = W ′k(H, F ), pour tout k ∈ N.
D’autre part, ∀k ∈ N, Wk(G, {0} = W ′k(G, {0}). Par conséquent, Wk(E,F ) =
W ′k(H, F )⊕W ′k(G, {0}) = W ′k(E, F ), pour tout k ∈ N.
(iii) Conséquence triviale de (ii).
(iv) Si F ⊆ Ker A, alors W ′k(E, F )=(F+(Ak+1E)[A]) ∩AkE. Or F+(Ak+1E)
[A] = (F + Ak+1E)[A], donc W ′k(E, F ) = (F + (Ak+1E)[A] ∩ AkE =
Wk(E,F ). 
Proposition 3.3. Soit F ∈ Lat A. Alors, on a équivalence entre les propositions sui-
vantes:
(i) F est vertical dans (E,A).
(ii) (F + AkE)[A] = F [A] + AkE[A], pour tout k ∈ N.
(iii) A(F ∩ AkE) = AF ∩ Ak+1E, pour tout k ∈ N.
Démonstration. (i) ⇒ (ii): Supposons, par récurrence, que F satisfait (ii) pour tout
m  k, alors (F + Ak+1E)[A] ⊆ (F + AkE)[A] = F [A] + (AkE)[A], donc
(
F + Ak+1E)[A]=(F + Ak+1E) ∩ (F [A] + (AkE)[A])
=F [A] + (F + Ak+1E) ∩ (AkE)[A]
=F [A] +Wk(E,F )
=F [A] +W ′k(E, F ) (car F est vertical dans (E,A))
=F [A] + (Ak+1E)[A].
(ii) ⇒ (i): Pour tout k ∈ N, on a:
Wk(E,F )=
(
F + Ak+1E) ∩ (AkE)[A]
=(F + Ak+1E)[A] ∩ +(AkE)
=(F [A] + (Ak+1E)[A]) ∩ (AkE)
=W ′k(E, F ).
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Par suite, F est vertical dans (E,A).
(ii) ⇐⇒ (iii): Considérons le diagramme commutatif suivant dont les lignes sont
exactes:
0 → F [A] ⊕ (AnE)[A] i→ F ⊕AnE A→ AF ⊕ An+1E → 0
↓ f ↓ f ′ ↓ f ′′
0 → (F + AnE)[A] i→ F + AnE A→ AF + An+1E → 0
oú i est l’injection canonique et les applications verticales sont définies par (x, y) −→
x + y.
Les applications f ′ et f ′′ sont surjectives. Donc, d’après le lemme du serpent, on
a Coker f ∼= Ker f ′′/A(Ker f ′). On vérifie facilement que:
Ker f ′ ∼= F ∩AnE,
Ker f ′′ ∼= AF ∩ An+1E,
et
Imf = F [A] + (AnE)[A].
Donc,
(F + AnE)[A]
F [A] + (AnE)[A]
∼= AF ∩ A
n+1E
A(F ∩ AnE)
L’équivalence (ii) ⇐⇒ (iii) est alors une conséquence immédiate. 
Définition 3.4. Un sous-espace F de E est dit net dans (E,A) si AF = F ∩ AE.
Théorème 3.5. Soit F ∈ Lat A. Alors F est réduisant pour A si et seulement si F
est vertical et net dans (E,A).
Démonstration. Si F est réduisant pour A, alors F est évidemment net (car pur) et
vertical (d’après la Proposition 3.2). Réciproquement, si F est net et vertical dans
(E,A), supposons par récurrence que F ∩ AnE = AnF , alors:
An+1F =A(F ∩ AnE)
=AF ∩ An+1E
=(F ∩ AE) ∩ An+1E
=F ∩ An+1E.
Donc, pour tout n  1, AnF = F ∩ AnE. Ainsi F est pur dans (E,A) et, par suite,
est réduisant pour A (d’après la Proposition 2.5). 
Proposition 3.6. Soient F et H dans Lat A tels que H soit maximal relativement à
F [A] = H [A]. Alors, H est net dans (E,A).
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Démonstration. Montrons que H ∩ AE ⊆ AH . Soit y = Ax ∈ H avec x ∈ E.
Supposons que y /∈ AH , alors x /∈ H . Soit z = h+ q(A)x ∈ (H + VectA(x))[A]
avec h ∈ H et q ∈ C[t]. Comme y = Ax ∈ H , on peut supposer que z = h+
αx, avec α ∈ C. Or y = Ax /∈ AH , donc nécessairement α = 0. Par suite, (H +
VectA(x))[A] = H [A] = F [A], ce qui contredit la maximalité de H. Donc y ∈ AH .
Ainsi, H ∩ AE ⊆ AH et par conséquent H ∩ AE = AH. 
Construction d’une enveloppe réduisante pour A de F ∈ Lat A Soit y ∈ F\{0} véri-
fiant les conditions:
(i) h(y)+ e(y) est maximum;
(ii) e(y) est maximum conditionnellement à (i).
On a h(Aky) = k + h(y) pour k < e(y), en vertu de (i), de h(Aky)  k + h(y) et
de e(Aky) = e(y)− k.
1er cas: Si h(y) = 0 alors VectA(y) est réduisant pour A, ce qui permet d’écr-
ire E = VectA(y)⊕G avec G ∈ Lat A. Donc F = VectA(y)⊕ (F ∩G). On est ra-
mené à construire une enveloppe réduisante pour A |G de F ∩G.
2ème cas: Supposons m = h(y) > 0 et considérons z ∈ E tel que Amz =
y. L’élément x = Am−1z est tel que Ax = y et h(y) = h(x)+ 1. Montrons
que x est F-propre. Supposons qu’il existe a ∈ F tel que h(x + a) > h(x).
Ceci implique que h(a) = h(x) = h(y)− 1. On en déduit que e(a) < e(y)+ 1,
donc Ae(y)a = 0. Par suite, Ae(y)(y + Aa) = 0 et Ae(y)−1(y + Aa) = Ae(y)−1y /=
0. D’autre part, h(Ax + Aa) = h(y + Aa) > h(x + a)  h(x)+ 1 = h(y). Ain-
si, e(y + Aa) = e(y) et h(y + Aa) > h(y), ce qui contredit la définition de y.
Montrons maintenant que, pour tout k ∈ N,
Wk(E,F + VectA(x)) = Wk(E,F ).
Si x ∈ Ak+1E(i.e., h(x)  k + 1), l’égalité est évidente. On suppose donc que
h(x)  k et on procède par l’absurde en supposant qu’il existe (a, b) ∈ F ×E tel
que a + x + Ak+1b ∈ (AkE)[A]. On a h(a + x)  k, donc h(a + x) = h(x) car x
est F-propre et h(x)  k. Donc, h(x) = k et h(a)  k (car h(a) < k entraînerait
h(a + x) = h(a) < k). On a A(a + x + Ak+1b) = 0, donc Aa + Ax = −Ak+2b,
donc h(y + Aa) = h(Ax + Aa)  k + 2. Comme h(y) = h(x)+ 1 = k + 1, al-
ors nécessairement e(y + Aa)  e(y)− 1 donc Ae(y)−1(y + Aa) = Ae(y)−1y +
Ae(y)a = 0, donc Ae(y)a /= 0, d’où e(a)  e(y)+ 1. Comme h(a)  k = h(y)− 1,
cela contredit les conditions (i) et (ii).
On continue le processus de construction en passant à x dansF ′ = F + VectA(x).
On aboutit à la fin à E = H ⊕G avec H,G ∈ Lat A,F ⊆ H et
∀k ∈ N, Wk(E, F ) = Wk(E,H) et Wk(H,F) =
(
AkH
)[A].
De plus, H est une enveloppe réduisante pour A de F comme il vient du lemme
suivant:
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Lemme 3.7. Soit F ∈ Lat A. Alors E est l’unique enveloppe réduisante pour A de
F si et seulement si Wk(E,F ) = (AkE)[A] pour tout k ∈ N.
Démonstration. D’après la construction ci-dessus, on a E = H ⊕G avec H,G ∈
Lat A,F ⊆ H et
∀k ∈ N, Wk(E, F ) = Wk(E,H) et Wk(H,F) =
(
AkH
)[A].
Si E = H , alors Wk(E,F ) = Wk(E,E) = (AkE)[A], pour tout k ∈ N.
Réciproquement, si, ∀k ∈ N,Wk(E, F ) = (AkE)[A], alors Wk(E,F ) =
(AkH)[A] ⊕ (AkG)[A]. D’autre part, Wk(E,F ) = Wk(H,F)⊕Wk(G, {0}) =
(AkH)[A] ⊕ (AkG)[A]. Par suite, ∀k ∈ N, (AkG)[A] = (Ak+1G)[A], donc
G = {0}, et par conséquent E = H . 
Théorème 3.8. Soit F ∈ Lat A. Alors, F est vertical dans (E,A) si et seulement si
F [A] = H [A], pour toute enveloppe H réduisante pour A de F.
Démonstration. Supposons F vertical dans (E,A) et considérons une enveloppe
H réduisante pour A de F . Soit H ′ ∈ Lat(A |H) contenant F maximal relativ-
ement à f [A] = H ′[A]. D’après la Proposition 3.6 H ′ est net dans (E,A). Soit
k ∈ N, alors W ′k(E,H ′) = W ′k(E, F ) = Wk(E,F ) car F [A] = H ′[A] et F verti-
cal. H étant une enveloppe réduisante pour A de F, on a Wk(E,F ) = Wk(E,H).
Par suite, W ′k(E,H ′) = Wk(E,H). Or, H ′ ⊆ H entraîne Wk(E,H ′) ⊆ Wk(E,H).
Ainsi, Wk(E,H) = W ′k(E,H ′) ⊆ Wk(E,H ′) ⊆ Wk(E,H), donc W ′k(E,H ′) =
Wk(E,H
′) ce qui équivaut à H ′ vertical dans (E,A). I1 vient du Théorème 3.5
que H ′ est réduisant pour A. Comme H ′ contient F, que H ′ ⊆ H et que H est une
enveloppe réduisante pour A de F, alors H ′ = H . Par conséquent, H [A] = F [A].
La réciproque résulte de la construction d’une enveloppe réduisante pour A de F
et de la Proposition 3.2. 
4. Sous-espaces totalement verticaux
Définition 4.1. F ∈ Lat A est dit totalement vertical dans (E,A) si pour tout
(k, s) ∈ N2, Vk(E,AsF ) = 0.
Ainsi, F ∈ Lat A est totalement vertical dans (E,A) si et seulement si AsF est
vertical dans (E,A), pour tout s ∈ N.
Lemme 4.2. Soient G1, . . . ,Gp dans Lat A, alors:
p∑
i=1
Gi est direct ⇐⇒
p∑
i=1
(Gi [A]) est directe.
118 A. Faouzi / Linear Algebra and its Applications 326 (2001) 111–120
Démonstration. Il est clair que si
∑p
i=1 Gi est direct alors il en est de même de∑p
i=1(Gi[A]).
Réciproquement, supposons
∑p
i=1(Gi[A]) directe dans E et fixons i dans{1, . . . , p}. Soit y ∈ Gi ∩ (∑j /=i Gj ), alors y =
∑
j /=i yj ∈ Gi avec yj ∈ Gj , pour
tout j /= i. Posonsmi = e(y) et mj = e(yi), pour tout j /= i. Supposons par absurde
que y /= 0, ce qui équivaut à mi  1. Soit mk = sup{mj }j=1,...,p, alors:
Amk−1y =
∑
j /=i
Amk−1yj
ce qui entraîne:
Amk−1yk ∈ Gk[A] ∩

∑
j /=k
(Gj [A])

 = {0}
avec yk = y si mk = mi . Il s’ensuit que Amk−1yk = 0, ce qui est absurde. D’où
y = 0. Par suite,∑pi=1 Gi est directe. 
Théorème 4.3. Soit F ∈ Lat A. Alors, F est totalement vertical dans (E,A) si et
seulement si (E, F ) =⊕pi=1(Ei, Fi) avec Ei ∈ Lat A cyclique et Fi ⊆ Ei .
Démonstration. On ne restreint pas la généralité de la démonstration en supposant
que E est l’enveloppe réduisante pour A de F .
Supposons (E, F ) décomposable en somme directe de paires cycliques
(i.e., (E, F ) =⊕pi=1(Ei, Fi) avec Ei ∈ Lat A cyclique). Alors, pour tout s ∈
N, (E,AsF ) =⊕pi=1(Ei,AsFi). Il vient de l’additivité des foncteursWk et W ′k que,
∀(k, s) ∈ N2.
Wk(E,A
sF ) =
p⊕
i=1
Wk(Ei,A
sFi)
et
W ′k(E,AsF ) =
p⊕
i=1
W ′k(Ei,AsFi).
Or, Ei est cylique, donc Wk(Ei,AsFi) = W ′k(Ei,AsFi) d’où Wk(E,AsF ) =
W ′k(E,AsF ) pour tout (k, s) ∈ N2. Par conséquent, F est totalement vertical dans
(E,A).
Réciproquement, supposons F totalement vertical dans (E,A), ce qui équi-
vaut à F vertical dans (E,A) et AF totalement vertical dans (E,A). Nous allons
procéder par récurrence en supposant que(E,AF) est somme directe de paires
cycliques: (E,AF) =⊕pi=1(VectA(xi),VectA(yi)) où yi peut être nul. Quitte à
changer de générateurs, on peut supposer que yi = Akixi , pour i = 1, . . . , p.
Comme yi ∈ AF ⊆ AE, alors nécessairement ki  1, pour tout i ∈ {1, . . . , p}.
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Pour chaque i ∈ {1, . . . , p}, on considère zi = Aki−1xi , alors Azi = yi . E étant
l’enveloppe réduisante pour A de F et F étant vertical dans (E,A) alors il
vient du Théorème 3.8 que Ker A ⊆ F . Il s’ensuit que, pour tout i ∈ {1, . . . , p},
on a nécessairement zi ∈ F . Eneffet, yi ∈ F entraîne yi = Ay ′i avec y ′i ∈ F ,
donc A(zi − y ′i) = 0, ce qui équivaut à zi − y ′i ∈ Ker A. Comme Ker A ⊆ F et
y ′i ∈ F , alors zi ∈ F . D’autre part, en notant ni = e(xi), on a VectA(zi)[A] =
Vect(Ani−1xi) = VectA(xi)[A], pour tout i ∈ {1, . . . , p}. Il vient alors du Lemme
4.2 et du fait que
∑p
i=1 VectA(xi) est directe dans E que
∑p
i=1 VectA(zi) est directe
dans E. D’un autre côté, pour tout x ∈ F , Ax ∈ AF , donc Ax =∑pi=1 Pi(A)yi =∑p
i=1 Pi(A)Azi , où Pi ∈ C[X]. Il s’ensuit que x −
∑p
i=1 Pi(A)zi ∈ Ker A
=⊕pi=1 Vect(Ani−kzi) ⊆
⊕p
i=1 VectA(zi). D’où x ∈
⊕p
i=1 VectA(zi), pour tout
x ∈ F . Ainsi F ⊆⊕pi=1 VectA(zi). Comme zi ∈ F , pour tout i ∈ {1, . . . , p}, alors
F =⊕pi=1 VectA(zi). D’où, (E, F ) =
⊕p
i=1 VectA(xi),VectA(zi)). 
Définition 4.4. Soit M ⊆ E. Un sous-espace G de E est dit une enveloppe totale-
ment verticale de M dans (E,A) s’il vérifie les deux conditions suivantes:
(i) G est totalement vertical dans (E,A) et contient M.
(ii) Pour tout sous-espace G′ ⊆ G totalement vertical dans (E,A) et contenant M ,
on a G′ = G.
Probléme 4.5. Deux enveloppes totalement verticales de F ∈ Lat A dans (E,A)
sont-elles isomorphes?
Probléme 4.6. Étant donné F ∈ Lat A, peut-on caractériser (E, F ) à partir de
(E,G) où G est l’enveloppe totalement verticale de F dans (E,A)?
Remarque 4.7. En utilisant la caractérisation des enveloppes réduisantes d’un
sous-espace cyclique (voir [4, Théorème 1]), nous avons pu donner une caractéri-
sation complète des enveloppes totalement verticales d’un sous-espace cyclique [5],
ce qui permet de répondre au Problème 4.5 dans le cas où F est un sous-espace
cyclique. Nous pensons que cela permet aussi de répondre au Problème 4.6 dans le
même cas.
Remarque 4.8. Une autre construction d’une enveloppe réduisante pour A de F ∈
Lat A est donnée dans [1]. Cette construction utilise les foncteurs d’Ulm-Kaplansky
Uk définis par
Uk(E,F ) =
(
AkE
)[A]/Wk(E,F ).
Les foncteurs de surplomb Vk sont liés aux foncteurs d’Ulm-Kaplansky Uk par le
fait que la suite:
0 → Vk(E, F )→ Uk(E,F [A])→ Uk(E,F )→ 0
est exacte.
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